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Introduccion

INTRODUCCION

El curso de Precdlculo del Programa de Nivel Avanzado corresponde al curso del
mismo nombre en la mayoria de las universidades de Puerto Rico. Pretende cumplir
con las ofertas académicas de las instituciones que son necesarias para el estudio
de las Ciencias Naturales, la Ingenieria, las Matematicas y otras disciplinas afines.
El curso esta estructurado en nueve unidades. Cuatro de las que tipicamente se
cubren al final del curso son: (1) Trigonometria analitica, (2) Sistemas de ecuaciones

e inecuaciones, (3) Fundamentos de geometria analitica y (4) Sucesiones y series. En
una encuesta realizada por College Board a mediados del segundo semestre del afio
académico 2019-2020, los maestros del curso indicaron que habian tenido o estaban
teniendo dificultades para culminar con éxito la ensefianza de estos temas.

En esta Guia de estudio complementaria, que se pone a la disposicién de estudiantes

y maestros, se incluye material de apoyo correspondiente a esas unidades. En la parte de
Sistemas de ecuaciones e inecuaciones se discutirdn distintos métodos de solucién y
aplicaciones de los mencionados sistemas. En la parte de Fundamentos de geometria
analitica se discutiran los conceptos basicos de las secciones cénicas parabola, elipse
e hipérbola. En la unidad de Sucesiones y series se repasaran y aplicaran los conceptos
de las sucesiones aritméticas y geométricas y las series aritméticas y geométricas.

Al final de la guia hay una prueba de practica de 25 ejercicios con soluciones detalladas.
Las actividades del curso deben propiciar que el estudiante sea el gestor reflexivo de
su propio aprendizaje y, en este sentido, se contribuye a sustituir la educacién bancaria
por la analitica. Si desea mds informacién sobre el resto de los temas, puede acceder

a https://latam.collegeboard.org/pna/ y descargar la Guia del estudiante o la

Guia del maestro.
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Parte | - Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

CONTENIDO

Parte | - Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

I. Objetivos especificos II. Revisién de conceptos

A. Resolver sistemas de ecuaciones lineales
en dos y tres variables usando

1. Método grafico
2. Método de sustitucion
3. Método de eliminacién

B. Determinar si un sistema de ecuaciones
lineales es consistente, inconsistente o
consistente dependiente y determinar
el numero de soluciones

. Definir lo que es una matriz

O 0

. Determinar el tamafio de una matriz

m

. Determinar los elementos aij en una matriz

|

. Determinar las condiciones necesarias
para que dos matrices sean iguales

G. Realizar operaciones basicas con matrices
1. Suma y resta
2. Multiplicacién escalar
3. Multiplicacién de matrices

H. Escribir la matriz de coeficientes y la matriz
aumentada de un sistema de ecuaciones lineales

I. Utilizar operaciones fundamentales sobre filas
para reducir una matriz a forma escalonada

J. Resolver un sistema de ecuaciones lineales
reduciendo la matriz aumentada

K. Definir el determinante de una matriz cuadrada
L. Hallar el determinante de una matriz

M. Resolver sistemas de ecuaciones lineales
2 x 2y 3 x 3 usando la regla de Cramer

N. Resolver sistemas de ecuaciones
no lineales usando

1. Método grafico
2. Método de sustitucion
3. Método de eliminacién

0. Resolver sistemas de inecuaciones lineales
en dos variables por el método grafico

P. Utilizar el método grafico para resolver problemas
de aplicacién modelados por un sistema de
inecuaciones lineales en dos variables

Por: Prof. Yuri Rojas Ramirez

Uno de los temas mas relevantes del curso de
Precélculo es el de los sistemas de ecuaciones e
inecuaciones por sus aplicaciones en practicamente
todas las demas areas de estudio. La principal
destreza para aprender es la de resolver este tipo

de sistemas, es decir, como hallar todos los puntos
(en el plano o en cualquier espacio n-dimensional)
que los satisfacen. Por su relativa simplicidad y

las multiples aplicaciones que tienen al Célculo, a
otras matematicas superiores y a disciplinas afines
a las matematicas, los sistemas de ecuaciones
lineales son los de mayor relevancia. El Algebra
Lineal es la rama de las matematicas que se dedica
a estudiar los sistemas lineales y otras estructuras
relacionadas. Casi todas las universidades de Puerto
Rico tienen cursos de Algebra Lineal en su curriculo
y algunas de ellas los ofrecen regularmente.

Aunque el método grafico puede ser utilizado para
resolver tanto sistemas de ecuaciones lineales o no
lineales como sistemas de inecuaciones lineales,
tiene sus limitaciones. Es particularmente util

para resolver sistemas de inecuaciones lineales.
Solo funciona si son sistemas de dos variables
pues el método consiste en dibujar graficas en
un mismo sistema de coordenadas cartesianas

y hallar los puntos en los que se intersecan las
graficas. Otra desventaja que tiene esta técnica es
su imprecision dado el hecho de que no siempre
podemos identificar los puntos de interseccion de
dos gréficas, aunque sepamos que se intersecan.
Otro factor en el que no ayuda el método grafico

es que no siempre podemos hacer graficas precisas
de algunas ecuaciones relativamente complicadas.

Los métodos algebraicos de sustitucion y

de eliminacién son muy precisos y se usan
mayormente para resolver sistemas de ecuaciones
lineales y no lineales. Mientras mas ecuaciones
contenga un sistema lineal, menos recomendable
es utilizar estos métodos. Sin embargo, el método
de sustitucién algunas veces se usa en conjunto
con la reduccién de matrices.

Los métodos de reduccion de matrices solo se
pueden usar para sistemas lineales. Mientras
mas ecuaciones o variables haya en el sistema,
mas utiles resultan estas técnicas. Consisten en
utilizar las tres operaciones elementales en las
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Parte | - Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

filas de una matriz aumentada hasta conseguir

la forma escalonada (método de Gauss) o la forma
escalonada reducida (método de Gauss-Jordan).
Las operaciones elementales de fila son:

I. Intercambiar dos filas de una matriz.

II. Multiplicar una fila por una constante
distinta de cero.

III. Sumar el multiplo de una fila a otra fila.

Otros métodos son el de la matriz inversa y la
regla de Cramer. Estos solamente pueden ser
utilizados en sistemas de ecuaciones lineales
cuadrados (los que tienen igual nimero de
variables que de ecuaciones) y que sean
consistentes e independientes (es decir, que
tengan una sola solucién). Si no cumplen estos
tres requisitos, no es viable su aplicacién exitosa;
en este caso, la Unica informacidn 1util que proveen
es indicar que el sistema es inconsistente o
dependiente, pero hay que utilizar otro método,
como el de reduccién de matrices, para hallar

su solucién.

. . . 2x-3y=0
Ejemplo: Resuelva el sistema lineal .
10x +3y=6

Método de eliminacion

Luego de observar con detenimiento ambas
ecuaciones, resulta facil concluir que el método de
eliminacion resulta muy apropiado para resolver
este sistema. Al sumar ambas ecuaciones,

se obtiene una ecuacion lineal en una sola variable:

12x=6

cuya solucién es muy sencilla de obtener: x = 1

1
es decir, x = 5 Habiendo determinado el valor de x,

lo utilizamos en cualquiera de las ecuaciones
originales para hallar el valor de la otra variable.
Usaremos la primera:

1 —_—
2[5] -3y=0
1-3y=0
3y=1

1
y=3

Por lo tanto, la solucién del sistema

es el punto [l 1]
P 23)

Método de la matrizinversa

El método de la matriz inversa no es el mas
indicado en el caso que se presenta, pero supone
un buen ejemplo para mostrar como funciona y
verificar la respuesta anterior. El primer paso es
escribir el sistema lineal dado como una ecuacién
matricial, de la siguiente forma:

)

Por razones obvias, la matriz A = [

2 -3
10 3

y
2 -3
10 3

denomina la matriz de coeficientes. La mayor
dificultad al utilizar el método de la inversa es

se

precisamente hallar la inversa A™! de esta matriz.
Cuando el tamafio de una matriz es 2 x 2, como la
que aqui tenemos, podemos utilizar el siguiente
resultado:

, tenemos que

ab
Para una matriz A = [
cd

.Siad-bc=0,

" ad-be - a

FERE [d—b

la matriz A no tiene inversa.

En el caso que nos ocupa, se obtiene lo siguiente:

el 1 33
(2)(3) - (=3)(10)|-10 2
1 33
-1_ -
A 6—(—30)[—10 2]
1 33
A= ——
6+30|-10 2]
1| 3 3]
Al= —
36|-10 2|
3 3
PR T
|10 2
36 36
1 1
12 12
-1 _
A5 1
18 18
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Parte | - Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

Ahora que tenemos la matriz inversa, resolvemos
la ecuacién matricial despejando por el vector
columna que contiene las variables

11
X 12 12110
7|5 1|6
| 18 18
y efectuando la multiplicacién correspondiente:
(1 1
— (0 — (6
A1 | B]o+ S
vyl | s 1
-——(0)+]|—=|(6
[ = o[
0+
X 12
g+ &
0" 18
6
X 12
yl |6
|18
1
x| |2
vl |1
E

Observe que la igualdad anterior implica que
1 1 .,
x=-y que y = 3 confirmando asi la solucién

hallada anteriormente.

Regla de Cramer

Para resolver el sistema lineal dado usando la regla
de Cramer, se necesita hallar los valores de tres
determinantes, comenzando por el de la matriz de
coeficientes A.

D

‘2—3

10 3 ‘ =(2)(3) - (-3)(10) =6 +30=36

En los otros dos determinantes se sustituye

el vector columna

(6) , que aparece a la derecha

en la ecuacion matricial mencionada anteriormente,
por la primera y luego por la segunda columna

de A, correspondiendo respectivamente a los
coeficientes de x y de y.

0 -3
Dx=‘6 3‘=(0)(3)—(—3)(6)=0+18=18
Dy _| 20 = (2)(6) - (0)(10)=12-0=12
“ 110 6| - e ET
Finalmente,
_D:_18 _ 1
"D 36 2

mientras que

Dy _12_1
D 36 3
Estos resultados verifican nuevamente
la solucidn del sistema.

Es importante sefialar que, si la matriz de
coeficientes no tuviera inversa, entonces D =0
y la regla de Cramer (al igual que el método de
la inversa) no se podria utilizar para resolver el
sistema.
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Parte Il - Secciones cénicas

La siguiente tabla resume los métodos de solucion que se pueden utilizar
para resolver distintos tipos de sistemas.

. Métodos de solucion
Tipo de
: . ce x e e g Gauss-
sistema Grafico Sustitucion | Eliminacion Gauss Jordan Inversa Cramer
Sistema de
ecuaciones X X X X X X X
lineales
Sistema de
ecuaciones X X X
no lineales
Sistema de
inecuaciones X
lineales
Parte Il - Secciones conicas
I. Objetivos especificos F. Determinar la ecuacién de una elipse
A. Definir geométricamente la parabola 1. dada la gréfica
B. Dada la ecuacién de una parabola, determinar 2. que cumpla con unas condiciones dadas
1. el vértice G. Definir geométricamente una hipérbola
2. el foco H. Dada la ecuacién de una hipérbola, determinar
3. la directriz 1. los vértices
4. la gréfica 2. el eje transversal y el eje conjugado
C. Determinar la ecuacion de una parabola 3. las asintotas
1. dada la gréfica 4. los focos
2. que cumpla con unas condiciones dadas 5. la gréafica
D. Definir geométricamente una elipse I. Determinar la ecuacién de una hipérbola
E. Dada la ecuacién de una elipse, determinar 1. dada la gréfica
1. los vértices 2. que cumpla con unas condiciones dadas

. el eje mayor

2

3. el eje menor
4. los focos

5

. la grafica
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Parte Il - Secciones cénicas

II.

Revision de conceptos y actividades

Por: Prof. Yuri Rojas Ramirez

Las secciones cénicas son curvas planares que se
obtienen al cortar con planos inclinados un doble
cono circular recto que se extiende infinitamente.
Dependiendo de la inclinacién del plano cortante

se obtienen curvas diferentes; algunas de ellas

se muestran a continuacién. Hay siete posibles
secciones cénicas: un punto, una linea, una pareja
de lineas que se cruzan, un circulo, una parabola,
una elipse y una hipérbola. Las primeras tres se
denominan secciones cénicas degeneradas. El circulo
es una seccién cénica especial ya que es un caso
particular de la elipse. En esta unidad se dara énfasis
a las ultimas tres, ya que las primeras, incluyendo el
circulo, han sido estudiadas previamente.

parabola circulo elipse

—
hipérbola

Toda seccion cénica tiene ecuacion de la forma
Ax*+ Bxy+ Cy*+ Dx+Ey+ F=0,donde A, B, C, D,
Ey F son constantes reales y alguna de ellas es
distinta de cero. Por ejemplo, siA=C=1

v B=D=E=F=0,la ecuacién anterior se convierte
en x* + y* = 0, una ecuacién que solo satisface

el punto (0, 0). Otro ejemplo es cuando A=C=7,
B=D=E=0yF=-28,queresultaenx’+y* =4
la ecuacién del circulo de radio 2 centrado en el
origen. Un ultimo ejemplo es lo que se obtiene al
sustituir A = -1, C =1y asignarle valor de cero (0)
a los demads parametros: y* = x%; en este caso se

obtiene y =%V X , es decir y = i|x|, cuya grafica
consiste en las dos rectas y=x y y=-x que se
intersecan perpendicularmente en el origen.

Para efectos de la discusion inmediata, dejemos
que B =0 en la forma cuadratica general
Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F= 0. Una seccién
cdnica descrita por la ecuacién
Ax*+ Cy* + Dx + Ey + F= 0 serd una:
= pardbola cuando exactamente uno

de los parametros A o C sea cero,

= elipse cuando AC > 0, es decir,
cuando A y C tengan signos iguales,

= hipérbola cuando AC < 0, es decir,
cuando A y C tengan signos diferentes.

Parabolas

Sean A=1,B=C=D=F=0ydejemos que E=-4p
donde p es cualquier numero real distinto de cero.
La ecuacidn resultante es:

xt= 4py
La grafica de esta ecuacion es una parabola
vertical, como la que se muestra en la Figura 1,
que tiene
= eje de simetria en el eje de y
= concavidad hacia arriba (si p > 0) o hacia abajo
(sip<0)
= yértice en el punto (0, 0)
= foco en el punto (0, p)
= directriz en la recta horizontal y = —p

= didmetro focal |4pl, que es la medida del lado
recto (o latus rectum), el segmento perpendicular
al eje de la parabola que pasa por el foco y que
va de un punto de la pardbola a otro

y
A
p>0
lado recto p
foco
< » x
(0, 0)] vértice
directriz
—————————————————————— >y=-p
v
y
A
directriz
______________________ >
(0, 0) | vértice
< > x
foco
lado recto
p<o0

v

Figura 1
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Parte Il - Secciones cénicas

De manera similar, tenemos que la ecuacion Si a > b, la grafica de esta ecuacion es una elipse

y2 = 4px representa una pardbola horizontal, horizontal como la que se muestra en la Figura 3,

como la que se muestra en la Figura 2, que tiene que tiene

= eje de simetria en el eje de x = centro en el origen

= concavidad hacia la derecha (si p > 0) = eje mayor horizontal, de longitud 2a, con vértices
o hacia la izquierda (si p < 0) en los puntos (a, 0) y (-a, 0)

= vértice en el punto (0, 0) = eje menor vertical, de longitud 2b, con vértices

= foco en el punto (p, 0) en los puntos (0, b) v (0, -b)

= focos en los puntos (c, 0) y (-c, 0), donde

2=gl_ b

= directriz en la recta vertical x = —p

= diametro focal 4pl

»<

N
directriz

P <

I
I
I
I
I
| p>0
! c a
: X
| foco
< » x
: vértice | (0,0) [P
I
I
| lado recto
I .
| — eje menor
I
I
I
I

x=-p

\ v —— eje mayor
\; v Figura 3

Si, por el contrario, a < b, la grafica de esta

t ’}\ directriz ecuacion es una elipse vertical como la que
| se muestra en la Figura 4, que tiene
|
p<0 : = centro en el origen
i = eje mayor vertical, de longitud 2b,
foco I con vértices en los puntos (0, b) y (0, -b)
<& 1 >
- (0, 0) [ vértice ! i = eje menor horizontal, de longitud 2a,
! con vértices en los puntos (a, 0) y (-a, 0)
lado recto :
| = focos en los puntos (0, ¢) y (0, -¢), donde
i E=p?_ g2
/ I
|
v \4
Figura 2
Elipses
1 1 .
Sea A= —2,C= —2,B=D=E=0yde]emos
a b
que F=-1, donde a y b son cualesquiera
numeros positivos. La ecuacién resultante es: b — ¢je menor
X2 y2 —— eje mayor
PRI
a’ b Figura 4
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Parte Il - Secciones cénicas

Hipérbolas La grafica de esta ecuacién es una hipérbola vertical,
como la que se muestra en la Figura 6, que tiene
1 1 .
Sea A =;, C=—E,B=D=E= 0 y dejemos = centro en el origen

= gje transversal o transverso vertical, de longitud
2b, con vértices en los puntos (0, b) y (0, -b)

que F=-1, donde a y b son cualesquiera numeros

positivos. La ecuacidn resultante es:
i 5 = gje conjugado horizontal, de longitud 2a,
x Y _ 1 que pasa por el centro y es perpendicular

2y al eje transversal

1N}

La gréfica de esta ecuacion es una hipérbola " focos en los puntos (0, ¢) y (0, ~c), donde

horizontal como la que se muestra en la Figura 5, F=a’+ b
que tiene = caja central el rectdngulo que tiene vértices
= centro en el Origen (aa b)s (_a7 b): (a7 _b) y (_a’ _b)
. . i b b
= eje transversal o transverso horizontal, = asintotas en las rectas y= —x, y=-—x
de longitud 2a, con vértices en los puntos a a
(aa 0) y (_ar 0) y

= eje conjugado vertical, de longitud 2b, que pasa
por el centro y es perpendicular al eje transversal

= focos en los puntos (c, 0) v (-, 0), donde
C2 — a2 + bZ

= caja central el rectdngulo que tiene vértices
((l, b)’ (_a’ b)’ (a’ _b) y (_a’ _b)

7

. b b
= asintotas en las rectas y = Ex, y= —Zx, que

contienen las diagonales de la caja central

—— eje transversal

A
———e e ——————

— eje conjugado

Figura 6

Ejemplo: En un mismo sistema de coordenadas
cartesianas con -10<x <10, -10 < y < 10, haga
el siguiente dibujo trazando las graficas de cada
una de las siguientes secciones cénicas:

a. cara: 9x” + 4y* = 144

— ¢je conjugado b. ojo de la derecha: x* + y* — 4x - 6y + 12=0
— ¢je transversal c. ojo de la izquierda: x* + y* + 4x - 6y + 12=0
Figura 5 d. pupila de la derecha: x* + y* —4x - 6y + 13 =0

1 ] e. pupila de la izquierda: x* + y* + 4x — 6y + 13=0
SiA=——2,C= E,B=D=E=Oydejemos
a

f. labio superior: x* -4y =12; -2 < x <2
que F = -1, donde a y b son cualesquiera nimeros g. labio inferior: x> - 2y =8; -2 < x <2
positivos, la ecuacién resultante es:
. h. oreja de la derecha: x* - 16y* = 16; 4 <x <5
y_ — x_ =1 . . . . 2 2
ER. i. oreja delaizquierda: x* - 16y“=16; -5<x<-4

PNA - Precalculo - Guia complementaria 9



Parte Ill - Sucesiones, series y patrones

j. cejadeladerecha: y=x+3;1<x<3
k. ceja de laizquierda: y=5; -3 <x<-1
1. nariz: ¥ +4y* =1

m.pelo: BONO

Solucion:

=

>
L

104

Parte lll - Sucesiones, series
y patrones

L.

Objetivos especificos
A. Definir sucesién
B. Utilizar correctamente la notacién de sucesién

C. Dada la féormula de una sucesidn, determinar
el enésimo término

D. Utilizar la notacién de sumatoria para
representar la suma de los términos
de una sucesion

E. Utilizar las propiedades bésicas para evaluar
una sumatoria

F. Definir sucesién aritmética

G. Utilizar las propiedades de una sucesion
aritmética para

1. determinar el enésimo término de la sucesién

2. determinar la suma de los primeros términos
de la sucesion

3. resolver problemas de aplicacién
H. Definir sucesién geométrica

I. Utilizar las propiedades de una sucesién
geométrica para

II.

1. determinar el enésimo término de la sucesion

2. determinar la suma de los primeros términos
de la sucesién

3. resolver problemas de aplicacién

Revision de conceptos

Por: Dra. Betty Ramirez Nieves

Se dice que las matematicas son la ciencia de los
patrones. Algunos son sencillos de reconocer, otros
son mas complejos y abundan en la naturaleza.

¢Sucesioén o serie?

¢Cudl es la diferencia entre sucesidn, serie
y patrén?

Esto es una sucesién finita: 2, 4, 6, 8, 10
Esto es una serie finita: 2+ 4+ 6+ 8 + 10
En efecto, la diferencia esté en que:

= la sucesion es un conjunto de nimeros u otros
elementos (llamados términos) ordenados segun
un patrén o regla de formacion.

= la serie, sin embargo, es un conjunto de niimeros
que siguen un patrén o regla de formacién, unidos
por una operacién, cominmente una suma.
Esto nos permite calcular el valor de la serie.
El valor de la serie del ejemplo es 30. En cambio,
la sucesion es simplemente una lista
de elementos, no se puede calcular su valor.

= el patrén o regla de formacion, es lo que nos
permite conocer como determinar cada término
de la sucesion o de la serie a partir de la posicién
que ocupa. Las posiciones en una sucesion
empiezan en 1 regularmente. Los patrones
pueden estar representados por tablas, graficas,
dibujos o reglas algebraicas.

Algunos ejemplos de patrones numéricos son:

= 1,2,4,8,16, 32,64, ... Patrén: cada término
después del primero se consigue multiplicando
el anterior por 2.

= 1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, ... Patron: los dos
primeros términos son 1 y luego el tercero se
consigue sumando los dos anteriores y asi
continuda el patrdn; el cuarto término es la suma
del segundo y el tercero, etc. Este es conocido
como el patrén de Fibonacci.

= 1,4,9, 16,25, 36, 49, 64, ... Patron: cada término
es el cuadrado del numero que le da su posicién
en la lista.

PNA - Precalculo - Guia complementaria
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Comportamiendo de las sucesiones
Por su comportamiento, las sucesiones pueden considerarse
= Sucesiones ascendentes o crecientes: cada nuevo término es mayor al anterior.

= Sucesiones descendentes o decrecientes: cada nuevo término es menor al anterior.

= Sucesiones alternadas: los términos se alternan, ya sea que uno crezca y el siguiente
decrezca o que uno sea positivo y el siguiente negativo, o ambos cambios a la vez.

Veamos con mas detalle los diferentes tipos de sucesiones.

Definicion formal de una sucesion infinita

Una sucesidn infinita es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales,
oseafl,2,3,4,5,...}, yal aplicar el patrén o regla de correspondencia a cada uno de los valores
en este orden, se consigue cada término de la sucesion.

Ejemplo:

La regla de correspondencia de la sucesién 1, 4, 9, 16, 25, 36, ... estd dada por la funcion

f(n)=n* esdecir f(1) =1, f(2) =4, f(3) =9, etc.

Frecuentemente se usa otra notacidn para representar las sucesiones. Se usan llaves y se
representa asi: {a,}.Cada término seria entonces representado por a, a, a, ete, donde a,
corresponde al valor de la regla de correspondencia en k, y que ocupa la posicién k en la sucesion.
Por ejemplo, a,,en la sucesion anterior seria el término nimero 20 y su valor seria 20 = 400.

Otro ejemplo de una sucesion en el cual se podria encontrar la férmula para el n-ésimo
(o enésimo) término es:

Término a, a, as a, .. an
Posicion 1 2 3 4 . n
Valor y patrén 3 5 7 9 2n+1

El patron de formacién indica que la posicién del término () se multiplica por dos

y se le suma uno para obtener su valor. El valor del término en la posicién nueve
serd, por tanto, 2(9) + 1 = 19. La sucesion de los nimeros impares positivos, pertenece
a un tipo de sucesion llamada sucesion aritmética que se explicara mas adelante.

Como se dijo anteriormente, no siempre es facil encontrar la regla de formacién
si esta no se provee.
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Sucesiones cuyo patron no se
expresa como formula matematica

Hay sucesiones que tienen un patrén de formacion
que no puede redactarse como una férmula
matematica, pero que si puede observarse y
seguirse. Incluso hay algunas sucesiones cuyos
elementos no son numeros.

Ejemplo 1:
Z,X,V,T,R, ...
¢ Qué elemento sigue?

Se observa que el patrén de formacién es: se
escribe una letra si y otra no del abecedario de
atrds hacia adelante. Entonces el término que
sigue es la letra P.

Ejemplo 2:
12358, 23581, 35812, 58123, ...

En este caso no se usa propiamente una férmula
para hallar los términos de la sucesion, se usa més
bien un proceso.

Puede observarse cémo el primer nimero en un
término pasa a ser el ultimo nimero en el siguiente
término y todos se corren a la izquierda. Lo mismo
para cada nuevo término.

Ejemplo 3:
3,5,7,9, ...
Ya se mostro que una de las reglas posibles para

3,5,7,9,...es a = 2n+ 1y se obtienen asi los
siguientes términos: 3,5, 7,9, 11, 13, ...

Al no conocerse la regla o férmula para el enésimo
término, podria ser posible encontrar otra que
relacionara estos primeros 4 términos.

¢ Qué tal esta: “numeros impares que NO tengan
un 1 en sus digitos”?:

Tendriamos: 3, 5, 7, 9, 23, 25, ...

iUna sucesién completamente diferente! Se puede
observar que tiene los mismos cuatro primeros
términos, pero de ahi en adelante no coinciden. Los
términos quinto y sexto, por ejemplo, en la primera
son 11 y 13, mientras que en la segunda son 23 y
25 respectivamente.

La pregunta es: ¢ Se puede encontrar otra regla en
la cual coincidan estos cuatro primeros términos?
3,5,7,9, ...

Ejemplo 4:
1,11, 21,1211, 111221, ...

El patrén de formacién de esta sucesion, aunque los
términos sean numeros, tampoco puede redactarse
como una férmula matematica. ¢ Cual seria el
siguiente término? ¢ Existe un proceso para ello?

El siguiente término seria 312211 o sea tres unos
dos doses un uno.

Esta sucesién se conoce como DESINTEGRACION
AUDIOACTIVA, ya que se forma DICIENDO lo que
se ve en el término anterior, partiendo, en este caso
de “un uno”. Los siguientes términos seran, por tanto:

11,21, 1211, 111221, 312211, ...

un uno, dos unos, un dos un uno, un uno un dos
dos unos, tres unos dos doses un uno.

Sucesiones con patron de
formacién expresado como férmula

También estdn las sucesiones para las que si se
puede redactar el patrén de formacién como una
féormula matematica, como las siguientes.

Sucesiones aritméticas

También conocidas como polinomiales lineales o de
primer orden (tres nombres diferentes para el mismo
tipo de sucesién): la diferencia entre un término y

el siguiente es un valor constante, como en:

1,3,5,7, ...

La diferencia entre 3y 1 es 2, entre 5y 3 es 2, etc.
De forma recursiva se puede encontrar el término
siguiente en una sucesién aritmética sumando esta
diferencia al término anterior, esto es, se suma 2
a7y seobtiene el 9, se suma 2 al 9 y se obtiene 11,
y asi sucesivamente:

1,3,5,7,9,11, 13, ...
Aqui a,=1ly la férmula recursiva para esta sucesion es
a=a |+ 2,paran>1

En general, la férmula recursiva para una sucesion
aritmética con término inicial a es

an=an_1+d,

donde 7 > 1 y d es la diferencia entre los términos
(llamada “diferencia comun”).

¢ Qué tal si se nos pidiera el término nimero 62 o
el término niumero 1000 en la sucesion anterior?
Si se procede recursivamente y se sigue sumando
2 se hallaria, pero consumiria mucho tiempo. Es
mejor encontrar una féormula explicita para esta
sucesion y luego proceder a buscar cualquier
término que se necesite.

PNA - Precalculo - Guia complementaria
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Férmula general de una sucesion
aritmética

En general, podemos escribir una sucesién
aritmética de esta forma:

a,a + d, a + 2d, a, + 3d, ...

donde a, es el primer término, y d es la diferencia
entre los términos.

Podemos establecer la regla:
a,=a;+d(n-1)

Enel ejemplo 1, 3,5, 7, ...,d =2, entonces
la féormula explicita seria:

a,=1+2(n-1)

Ejemplo 1:

Use la formula anterior para hallar los términos en
la posicién 62 y en la posicién 1000 en la sucesién
aritmética:

1,3,5,7, ...

a,=1+2(61)=123 ¥ a =1 +2(999) = 1999

Ejemplo 2:

¢.Como se resolveria el encontrar un término
particular de una sucesion aritmética sila
informacion que tenemos es la diferencia comuin

d y un término a, de la sucesién, como por ejemplo

d =3 y el término numero 12, o sea a,=58?
En este caso se desconoce la férmula explicita
de esta sucesion.

La férmula general para este tipo de sucesion
es a, =a, +d(n-1). Entonces si se sustituyen

los datos conocidos se tiene:

a,=a + 3(12-1), y se obtiene 58 = a + 3(11),
y entonces a, = 58 - 33 =25.

Ya se tienen todos los datos para encontrar una
férmula explicita de la sucesion aritmética:

a, =25+ 3(n-1), que simplificaria
a,=25+3n-3=22+3n,0sea a,=22+3n

En este ejemplo se requirié usar la férmula general
dos veces. La primera vez se usé hacia atras

desde un término conocido y la segunda vez hacia
adelante para llegar a la férmula explicita. Ahora se
puede encontrar cualquier término si se conoce su
posicién, por ejemplo:

a,,,=22+3(130) = 412.

Ejemplo 3:

¢Es 549 un término de la sucesién que se muestra
en el Ejemplo 2?7

Se usa la férmula explicita y se sustituye 549
como el enésimo término:

a,=22+3n

549=22+3n

Resolviendo, se obtiene que n = 5§—7 = 175.67,

que no es un numero natural. Por lo tanto 549
no pertenece a esta sucesién. Habra un término
en la posicién 175 y otro en la posicién 176, pero
ninguno entre ellos.

Ejercicios de practical
1. Halle la férmula recursiva de la sucesién

aritmética 15, 12, 9, 6, ...

2. Halle la férmula explicita de la sucesién
aritmética 15, 12, 9, 6, ...

3. Halle la férmula recursiva de la sucesién

aritmética 5, 9, 13, 17, 21, ...

4. Halle la férmula explicita de la sucesion
aritmética 5,9, 13, 17, 21, ...

5. Halle a

10 435 Y g, Para la sucesion del ejercicio 4.

6. ¢Es 327 un término de la sucesidn aritmética
8,13,18,...7
7. Halle la férmula explicita para la sucesién

aritmética con a,= 3ly a, = 103.

Sucesiones polinomiales
cuadraticas o de segundo orden

En el caso de las sucesiones cuadraticas, la
segunda diferencia (es decir, la diferencia de
las diferencias) entre un término y el siguiente
es un valor constante, como en el caso siguiente:

1,4,9, 16, ...
Término 1 4 9 16 25...
Primera diferencia 3 5 7 9...
Segunda diferencia 2 2 2...

Puede observarse que, para llegar de un valor al
siguiente, se le suma un numero que también va
creciendo. Si se calcula la segunda diferencia,
se observa que ese numero ya es constante: 2.
Cuando la segunda diferencia es constante,

se trata de una sucesién de segundo grado.
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Se traduce, en este caso, en un patréon de
formacion segun el cual la posicién del término
debe elevarse al cuadrado, o sea

f (n) = n*. Los patrones de formacién de sucesiones
cuadraticas pueden ser mas complejos que este.

También hay sucesiones de orden superior a dos.
En las de orden tres, la tercera diferencia entre un
término y el siguiente es un valor constante y asi
sucesivamente.

Sucesiones geométricas

En una sucesion geométrica la razén comin
entre un término y el siguiente es un valor
constante, como en el siguiente caso:

2,6,18,54, ...

Aqui se puede observar que, para llegar de un valor
al siguiente, se multiplica por tres el primer valor,
partiendo del 2. Visto de otra manera, al dividir
cada término por el término anterior a él se obtiene
un valor constante, 3. En este caso se traduce en
un patrén de formacion segun el cual su férmula
recursiva seria:

a,=a,_, r,paran>1.

En este caso particular la razén comun (r)
es 3 y la férmula recursiva seria:

a,=a,_,"3,paran > 1.

Una vez se sabe la razén comun r, se puede escribir
la forma recursiva de la sucesion geométrica y asi
podriamos encontrar los siguientes términos a
partir del anterior.

2, 6,18, 54, 162, 486, ...

¢ Qué tal si se nos pidiera el término nimero 50 en
la sucesion anterior? Si se procede recursivamente
y se sigue multiplicando por 3 se hallaria, pero
consumiria mucho tiempo. Es mejor encontrar
una férmula explicita para esta sucesion y luego
proceder a buscar cualquier término que se
necesite.

Si a, es el primer término y r es la razén comun
de una sucesion geométrica {a,}, entonces

el enésimo término de la sucesién esta dado
por la siguiente férmula general de una
sucesién geométrica:

a,=a,-r"!

En el caso anterior:

2,6,18,54,162, ...

el primer término de la sucesidn es 2 y la razéon
comun es 3. Esta es informacién suficiente para
hallar la férmula explicita de la sucesion a partir
de la férmula general.

ap=a, 1"
a,;=2-(3)"""

Nota: Aqui hay que tener sumo cuidado y respetar
el orden de operaciones. No se debe multiplicar
por 2 el 3. Primero hay que elevar la base 3 al
exponente indicado y luego multiplicar por 2.

Ejemplo 1:

Halle el décimo término, o sea a, , en la sucesién

geométrica 2, 6, 18, 54, 162, ... .

10°
Se usa la férmula explicita que se hallé
en la seccion anterior:

a,=2-(3)"!

y luego se sustituye:

a,=2-(3)""!
_ 10-1
a10—2-(3)

_ 9
am_z-(3)

a,=2- (19,683) = 39,366

Note que fue mucho maés sencillo usar la férmula
explicita que ir multiplicando hasta llegar al
término deseado.

Ejemplo 2:

Halle una férmula explicita de una sucesion
geométrica si se sabequer=2vy a,= 28,672.

La férmula exige saber el primer término y la razén
comun. Se tiene r, pero no a. Sin embargo, se tiene

informacion suficiente para hallarlo.

Se sabe que cuando # = 13, entonces a,= 28,672.

a,=a,-r"!

28,672=a, - (2)""!
28,672=a, - (2)"
28,672 =a, - 4,096

Al simplificar la ecuacién, se puede hallar a:

1
, - 28672
174,096
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Entonces, la férmula explicita es:
a,=7-2)" !

En este ejemplo se requirioé usar la férmula general
dos veces. La primera vez se usé hacia atras
desde un término conocido y la segunda vez hacia
adelante para llegar a la férmula explicita. Ahora
se puede encontrar cualquier término si se conoce
su posicién.

Ejemplo 3:

Halle una férmula explicita de la sucesién

. 1 4
geométrica con a, = 5 va,= ? .
En este caso no se conoce la razén r, pero como los
términos dados son consecutivos, r se puede hallar

facilmente dividiendo:

Ahora, se sustituyen en la férmula explicita
los valores de ayr

ap=a, 1"}

Cuando los términos no son consecutivos se
complica un poco este tipo de problema.

Ejemplo 4:

Halle el término 9 en la sucesién geométrica cuyos

s 1 .
términos a,ya,son ly 57 respectivamente.
En este caso los términos de la sucesién no son
consecutivos.

Al usar la férmula general, se sustituyen los
datos conocidos y se obtiene un sistema de dos

ecuaciones no lineales en las dos variables a,yr.

Si se despeja por a, en ambas ecuaciones,
entonces:

g =1
Uo7t
1 1
Igualando 1_1 seobtiene *= — ,0sear= —.
roo27rt 27 3
1 . s
Como r= 3 entonces de la primera ecuacién

se obtiene que a,= 3,

Entonces la férmula explicita seria:
1 n-1
an = 3 15

El término numero 9 es:

dg 3

Ejercicios de practicall

1. Halle una férmula recursiva para la sucesion
geométrica 0.4, 0.04, 0.004, 0.0004, ...

2. Halle una férmula explicita para la sucesion
geométrica 0.4, 0.04, 0.004, 0.0004, ...

3. Halle una férmula recursiva para la sucesién
geométrica 5, 10, 20, 40, ...

4. Halle una férmula explicita para la sucesion
geométrica 5, 10, 20, 40, ...
5. Halle los valores de a, a,y a,,para la sucesion

del ejercicio 4.

6. Halle la férmula explicita para la sucesién

geométrica si a, = 9y a,= 18.

Ejercicios de practical lll

Identifique cada sucesién como aritmética o
geométrica. Si fuera aritmética determine el valor
de dy si fuera geométrica determine el valor de r.

1. 8,13,18, 23, ...

2. 2,4,8,16, ...

3. 729, 243,81, 27, ...
4. -7,-2,3,8, ...

5. 12, 24, 36, 48, 60, ...

Ejemplos de aplicaciones -
Sucesiones
Las sucesiones y las series, ya sean aritméticas o

geométricas, se pueden aplicar a situaciones que
quizas no se piensa que estan relacionadas con estas.

PNA - Precalculo - Guia complementaria

15



Parte Ill - Sucesiones, series y patrones

Ejemplo 1:

Un teatro tiene 20 sillas en la primera fila, 24 en
la segunda, 28 en la tercera y asi sucesivamente
siguiendo este patrdn. El teatro tiene 40 filas de
asientos. ¢ Cudntas sillas hay en este teatro?

En este caso podriamos representar este
patrén como:

fila 1, fila 2, fila 3, fila 4, ..., fila 40
20, 24, 28, 30, ...,?
Este patrén va a continuar hasta la fila 40.

Es una sucesion aritmética porque el patrén
requiere sumar una cantidad d constante a un

término para hallar el préximo, o sea a,= d+a no1®
Es facil constatar que d = 4. Para poder contestar
la pregunta se requeriria hallar los 40 términos y
sumarlos. Esto constituiria lo que se conoce como

la suma aritmética:

+a +a +..+a, +
a ta,ta,t..tag+a,

3 39 0

Esto seria muy tedioso, aunque sencillo.
Afortunadamente existe una férmula para hallar
la suma de los primeros #n términos de la sucesién
aritmética y es la siguiente:

_ a) + an
S”‘”[ 2 ]

donde S esla suma de los primeros # términos de
la sucesion, a, el primeroy a, el ultimo. Si se usa
la férmula solo se necesita saber #, a,yan= 40
(el total de las filas del teatro), a, =20 (el nimero de
asientos en la primera fila); el valor a 10 (el nimero
de asientos en la ultima fila) hay que encontrarlo.

Para encontrar a 12058 necesita la férmula

explicita de la sucesién y sustituir n = 40.
a =a +dn-1)

a,,=20+ 4(39)=20+156=176

Se usa la férmula de la suma de asientos
en las 40 filas y se obtiene:

196
2o+176]=40[

840 = 40[ 5

2

7] =20(196) = 3,920 asientos

Ejemplo 2:

Si guarddramos 1 centavo el primer dia del mes

de mayo, 2 centavos el segundo dia, 4 centavos el
tercer dia y asi sucesivamente siguiendo el patrén
de esta sucesidon geométrica, ¢ cuanto seria el total
ahorrado al final del mes, o sea el dia 31 de mayo?

La sucesion geomeétrica seria:

1,2,4,8,16, ...

cuya razén comun es r = 2.

El problema consiste en encontrar la suma total
de los ahorros al final de los 31 dias. Se necesitan
los 31 términos para poder sumarlos. Cuando se

suman los primeros # términos de una sucesién
geométrica se usa la férmula siguiente:

n
r . P
; ] , donde a es el primer término

1_
5”2“1[1_

y r es la razén comun.

Se necesitan los valores de #, ayr. Se sabe que

n=31,a,=.01 (1 centavo en decimal) y r=2.

S31 —.01[ 1-2
1-2,147,483,648
S31=.01 T R

S31 =.01(2,147,483,647)
S31=21,474,836.47

iSe podrian ahorrar casi 21.5 millones de ddlares
en 31 dias!

Seria interesante que usted verifique en una
calculadora solo la cantidad que tendria que
guardar, digamos el dia 15, para que entienda
que este comportamiento exponencial crece
rapidamente y es seguro que ya no podriamos
seguir ahorrando a esta velocidad.

Ejercicios de practica IV

1. Cada hora, el reloj de mi casa toca el nimero
de campanadas que corresponde a la hora,
por ejemplo, a las 4:00, toca 4 campanadas.
¢Cudntas campanadas en total toca en un dia?

2. Una compaiiia estd ofreciendo un empleo cuyo
salario en el primer afio es de $30,000. Cada
afio se aumenta el salario en un 5 %. Halle
la cantidad de dinero que se puede ganar en
una carrera de 40 afios en este empleo si sigue
este patrdn.
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Solucioén: Ejercicios de Practica

Practical

1.

2.
3.

a,=a,.,-3,paran>1

an=15+(—3)(n—1)=—3n+18

a,=ay,_;t4,paran>1

. an:5+4(n—1):4n+1

- a,,=4l;a,,=141;a,,=329

10

. No, porque la sucesion tiene férmula

a =8+ 5(n-1) =5n+ 3. Si 327 fuera parte
de esta sucesidén entonces seria cierto que
5n+ 3 =327, para un entero n, pero

= 324

= = 64.8, el cual no es entero.

. Si a,= 3ly a, = 103, entonces se tienen

las siguientes ecuaciones:
31=aq; + 6d
103=a; +24d

Si resolvemos este sistema de ecuaciones:
31 -6d=103-24d
18d =72

d=4ya1=7

La férmula es: a =7+ 4n-1)=4n+3

Practicall

1. a,=a,_1(0.1),sin>1; a,=04
2. a,=0.4(0.1)"""

3. a,=a,_1(2),sin> la=5

4. a,=502)"!

5. a,=5(2)° = 160; a, = 5(2)° = 1,280;

a,=5(2)"=10,240

. Si a = 9y a,= 18 entonces r = 2. Entonces

se tiene a,yr,con estos datos se obtiene

la férmula: a, =9(2)" !

Practicallll
1. Aritmética; d=5

2. Geométrica; r=2
1
3. Geométrica; r= 3

4. Aritmética; d=5
5. Aritmética; d =12

PracticalV

1. Si el reloj toca las campanadas que
corresponden a la hora exacta, entonces tocara
las campanadas siguiendo esta sucesién
aritmética: 1, 2, 3, 4, 5, ..., 12

La suma de la serie correspondiente con
a1=l,d=lyn=12es:

1+12
2

Sz =12( ]=6(13)=78

Pero el reloj en un dia de 24 horas repite la
sucesion 2 veces, por lo tanto, el resultado
seria 156 campanadas.

2. En este caso se forma una sucesién geométrica
cona, = 30,000; r=1.05y n =40.
30,000, 30,000(1.05), 30,000 (1.05)?, ...
La suma de estos salarios por 40 afios seria:

1-1.05%

=~ $3,623,993.23.
1-1.05

S40 = 30,000[

PNA - Precalculo - Guia complementaria
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EJERCICIOS DE PRACTICA

NOTA

Las figuras que acompafian algunos de los problemas en esta prueba se ofrecen
para proveerle informacion util para resolverlos. Se han trazado con la mayor exactitud
posible EXCEPTO cuando se especifica que la figura no esta a escala. Todas las figuras

son planas, a menos que se indique lo contrario.

INSTRUCCIONES

En cada uno de los siguientes ejercicios, indique la respuesta correcta oscureciendo
el espacio de la letra que le corresponda en la hoja de respuestas.

El primer término de una sucesién aritmética es 5
y la diferencia comun es 3. Escriba los primeros
seis términos de la sucesion.

A) 5,8,11,14,17,20
B) 5,8,13,21, 34,55
C) 5,2,-1,-4,-7,-10
D) 5,11,8,14,20,17
E) 8,5,2,-1,-4,-7

En este ejercicio nos damos a la tarea de hallar los
primeros seis términos de una sucesion. Ya tenemos
el primero; por lo tanto, se usa la definiciéon de una
sucesion aritmética para hallar los préoximos. Una
sucesion (o progresion) aritmética {a,} esaquella
en que la diferencia entre cualesquiera dos términos
consecutivos es constante. Esta diferencia comun,

d, estd dada por d =a, - a,_,, paran > 1. En este
ejercicio, a, = 5y d = 3. Para hallar el segundo
término, podemos usar la férmula anterior con n = 2:

d=a,-a,_,
d=a,-a,
a,=a +d
a,=5+3
a,=8
Podemos notar que el término a, se obtuvo suméndole
3 (la diferencia comun) al término a,. De la formula
d=a -a_  obtenemosquea =a  +d
n n-1 n n-1
¥, en general, para n > 1, los términos se obtienen

sumandole 3 al término anterior.

a3:a2+d:8+3:11

a4:a3+d:11+3:14
aS:a4+d:14+3:17

aG:a5+d:17+3:20

La opcidn correcta es la (A).

PNA - Precalculo - Guia complementaria
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2 S solucion:
La madre de Luisito le regal6 $12 cuando ¢l terminé Sea a, la cantidad de dinero, en ddlares, que la madre
el primer grado. Cada afio que finaliza un grado le : de Luisito le regalé cuando termind el enésimo grado.
regala $8 mas que en el grado anterior. Determine :
cuantos dolares recibird Luisito de parte de su madre
cuando se gradude de cuarto afo de escuela superior.

Sabemos que a, = 12. Dado que luego de terminar
cada grado, ella le regala $8 mas que en el grado
anterior, se genera una sucesion aritmética cuya

A) 100 diferencia comun es d = 8. Para hallar cuantos délares
B) 108 : recibird Luisito cuando se gradie de duodécimo

C) 134 : grado, es decir cuarto afio de escuela superior,

D) 140 debemos determinar a,.

E) 148

Para una sucesion aritmética {a,}, se sabe
que, en general,

a, =a1+d(n—1)
Al sustituir en esta féormula los valores

n =12 (representando el duodécimo grado)

a, =12 (los $12 que obtiene inicialmente de regalo)
d = 8 (los $8 adicionales que recibe Luisito con
respecto al grado anterior)

se obtiene:

a, =a1+(n—1)d
a,= 12+ (12 -1)(8)
a, =12+ (11)(8)
a,= 12 + 88

a,= 100

La opcidn correcta es la (A).
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Si cada mes usted pudiera ahorrar el doble de lo Sea a, la cantidad de dinero, en doélares, que usted
que ahorr6 el mes anterior y comenzara con $10, tiene ahorrado al finalizar el mes nimero n. Sabemos
scuanto le toca ahorrar en el noveno mes? : que a, = 10. Dado que cada mes usted ahorra el

A) $90 doble de lo que ahorré el mes anterior, se genera
B)  $160 la siguiente sucesion geométrica:

C) $2,560 :

D) $5,110 a =10

E) $5,120 : a,=a,x2=10x2=20

a,=a,x2=(10x2)x2=10x2%=40

a,=a,x2=(10x2%)x2=10x2’=80

a =a xr!
n 1

Una sucesion geométrica es aquella en que el cociente
de dos términos consecutivos es constante; a este
cociente se le denomina la razén comun, denotada
porr.Si {a,} esuna sucesién geométrica, entonces,

paran>1,
an
r':
Op—1

Para hallar el término nimero n dados el primer

término (al) y la razén (r), podemos usar la férmula:

n-1
a, = ar

Para hallar la cantidad ahorrada, en ddlares, luego

de 9 meses debemos determinar a,, dado que

a,=10yr=2:
a,=10(2)*

ay = 10(256)
ay = 2,560

La opcidn correcta es la (C).
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El quinto término de la sucesién geométrica con : Para una sucesién geométrica {a,} con primer
razén comun r = In 2 y primer término a, =2 es : término a, y razén comun r se sabe que el enésimo
A) 2In8 término esta dado por:

3 : =
B) (In4)(In2) : . alrn
C) 8In2
D) 2(In2)’ Al sustituir n = 5 y los valores indicados
E) 10In2 en el ejercicio se obtiene:

a;= 2(ln 2)*

Dado que ninguna de las alternativas contiene esta
expresion, usamos distintas reglas para hallar una
que sea equivalente:

a;= 2(In 2)(In 2)*
(regla del producto para exponentes: b* = b - b°)

a;= (In(2%))(In 2)*
(ley de potencias para logaritmos:

In(b")=n-1In(b))
a;= (In 4)(In 2)*

La opcidn correcta es la (B).
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En la progresion geométrica con Para una progresion o sucesion geométrica {a,}

con primer término a, y razén comun r, se sabe

a, =25r= éy an = € halle el valor de #.

5127 que el enésimo término esta dado por:
A) 11 : o
B) 12 : an = ayr
C 13 Al sustituir los valores indicados, lo que resulta
D) 14 es una ecuacion exponencial en la variable #:
E) 15 ) oy
ey

Para hallar el valor de 1, primero expresemos varias
de las cantidades como potencias de la base 5, y asi
poder usar las reglas de exponentes para simplificar
la expresion y resolver la ecuacion:

572=(5)(5 )"
512 = (52)(5)*0!—1)

5712 = (52)(5)—n+1
5712 = g2*(nt)

5—12 — 5—n +3

Dado que las expresiones en ambos lados de la
ecuacion tienen bases iguales, podemos igualar
los exponentes para despejar por la variable n:
-12=-n+3

La solucion es n = 15.

La opcion correcta es la (E).
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4 (n+1 : La sumatoria de una suma es la suma
El valor de 3~ [ T 4] €s de las sumatorias, de modo que:
n=0 .
283 ; Ln+1 Ln+1), &
A) —— Z | +4]=Z[ | ]+Z(4)
8 n! n!
. n=0 n=0 n=0
B) 203 Hallemos el valor de la primera de estas tltimas
8 dos sumatorias:
171 : 4
0 : Z[n+1]:0+1+1+1+2+1+3+1+4+1
: n! 0! 1! 2! 3! 4!
n=0
75 :
D) — : =1+z+i+ 4 + >
8 : 1 1 21 3-2:1 4-3-2-1
E) nodeﬁnido. : :1+2+i+é+i
: 2 6 24
—1+2+7+7+i
- 2 3 24
_24+48+36+t16+t5
24
_129
24
43
8

Ahora, determinamos el valor de la segunda
sumatoria:

4
D(4)=4+4+4+4+4=4(5)=20

n=0

Finalmente,

Z n+1+4 _£+20=43+160=&
o n! 8 8 8

La opcion correcta es la (B).
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La ecuacién de una elipse con centro en el origen
como la que se muestra, cuyo eje mayor esta en

el eje de x, y cuyo eje menor esta en el eje de y es
&y

— T3 = 1 donde 2a es la longitud del eje mayor y
a- b

2b es la longitud del eje menor. A las longitudes ay b

se les denomina el semieje mayor y el semieje menor,

respectivamente, donde a > b > 0. En la figura dada,

a=3yb=2.Por lo tanto, su ecuacion es

a4 2 .2
3 2
3% 2
+Cual de las siguientes representa la ecuacién : .
de la gréfica que se ilustra en la figura anterior? : La opcién correcta es la (B).
2 2

A) 2o

4 9

B) 42 o
9 4

x>y
—+==0

© 4 9

2 2
p) -2 -1

4 9

x2 y2
2L -

E) 9 4
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»
»

'S

A
]

V[

i
ol
BT
v

®

La ecuacién de la hipérbola cuya grafica aparece
en la figura anterior es

A) 16(x-1)*-y*=16
B) 16(x-1)+3*=16
C) (x-172-16y*=16
D) (x-1)+4y*=4
E) (x-1’-47=4

La ecuacion de una hipérbola con centro en (h, k),
como la que se muestra, cuyo eje transversal estd en
el eje de x y cuyo eje conjugado estd en el eje de y, es

(x=hy =k _
a’ b?

2

donde 2a es la longitud del eje transversal y 2b es la
longitud del eje conjugado. El centro de la hipérbola
estad en el punto (1, 0). Los vértices, que son los
extremos del eje transversal, estan en (-3, 0) y (5, 0).
De esta informacion se obtiene que h=1,k=0ya=4.
Para obtener el valor de b, podemos utilizar la
ecuacion de una de las asintotas que se muestran.
La asintota creciente pasa por los puntos (1, 0) y

(5, 1); por lo tanto, su pendiente es i La pendiente

de esta asintota debe ser k Es decir,
a

LS
NP

Al sustituir a = 4, obtenemos que

RS
|

y que necesariamente b = 1.

Por lo tanto, la ecuacién de la hipérbola es

(-1 (-0
e !

Al simplificar esta ecuacion se obtiene:

(-1 y*
16 1

(x-1)*-16y*=16

La opcion correcta es la (C).
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Determine la ecuacion de la parabola con vértice
en (1, 2) yfoco en (-2, 2).

A) (x-1)*=12(y-2)
B) (x-1)7=-12(y-2)
C) (y-27=12(x-1)
D) (y-2)*=-12(x-1)
E) (y-3)7=12(x+2)

Debido a la localizacion relativa del vértice y el foco,
se concluye que la parabola tiene su eje de simetria
paralelo al eje de x y que es concava hacia la izquierda,
segiin se muestra en la siguiente figura:

/=e

F(-2,2)e V(1,2)

/|

La ecuacién de una parabola con el eje horizontal es

A
v
x®

(y-k)?=4p(x-h)

donde (h, k) son las coordenadas del vértice. La
cantidad |p| representa la distancia entre el vértice y
el foco; si p > 0 la pardbola abre (o es cdncava) hacia
la derecha pero si p < 0 la parabola abre a la izquierda.
De esta informacidn se obtiene que h=1,k=2y

|p| = 3. Dado que |p| = 3, se sabe que p = 3. Como la
parabola abre hacia la izquierda se concluye que p = -3.
Al sustituir estos valores en la férmula, se obtiene que

(y-2)*=4(-3)(x-1)
(y-2y=-12(x-1)

La opcidn correcta es la (D).
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Hace 8 afios la edad de Pedro era 6 afios mas que
el triple de la edad que tenia su primo Edgardo.
Actualmente la suma de sus edades es 62.
Determine la edad actual de Edgardo.

A) 10
B) 12
C) 18
D) 36
E) 44

Si Py E representan las edades actuales, en afios,
de Pedro y Edgardo respectivamente, entonces
hace 8 afios Pedro tenfa P — 8 aflos y su primo tenia
E - 8 anos. Con esta informacion y la que se da en
el ejercicio se puede construir el siguiente sistema
de dos ecuaciones lineales en dos variables:

P-8=6+3(E-38)
P+E=62

De la segunda ecuacién sabemos que P = 62 - E.
Usando el método de sustitucidn, se obtiene que

(62-F)-8=6+3(E-8)
62-E-8=6+3E-24

54-E=3E-18
72 =4E
18=E

A manera de verificacion, si la edad actual de
Edgardo es 18, hace 8 afos tenia 10. Dado que

P =62 - E, entonces la edad actual de Pedro es

62 - 18 = 44 afios y hace 8 tenfa 36. Finalmente,

36 (la edad de Pedro hace 8 afios) es 6 mas que 30,

el triple de 10 (la edad de Edgardo en ese momento).

La opcion correcta es la (C).
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Si (a, b, ) es la solucidn del sistema
x-2y+ z=5
-2x+ y- z=-5,
3x+2y+5z=11

halle el valordea + b + .

A) -2
B) -1
C) 0
D) 1
E) 2

Utilicemos el método de reduccién de matrices.
Primero escribimos la matriz aumentada que consiste
de los coeficientes de las tres variables (en las primeras
columnas) y de una columna adicional con los valores
constantes:

1-2 1|5
-2 1-1|-5
3 2 5|11

El primer paso, de obtener un 1 en el elemento que se
encuentra en la primera fila y primera columna, ya esta
hecho; ese nimero 1 se llama el pivote de la primera
fila. El proximo paso es obtener un 0 justo debajo de ese
pivote; esto se logra multiplicando la primera fila por 2,
sumandola a la segunda fila y escribiendo los resultados
en la segunda fila. Esto se puede denotar por

2F +F,—F,

1-2 1|5
0-3 1|5
32 5|11

Ahora procedemos a obtener un 0 en la ultima
posicién de la primera columna, donde esta el 3.
Para ello multipliquemos la primera fila por -3
y sumémosla a la tercera fila, escribiendo los

resultados en la tercera fila (—3F1 + F3 — F3):

1-21)|5
0-3 1|5
0 8 2|4

El préximo paso es obtener el pivote de la segunda
fila, es decir, un 1 en el elemento que se encuentra
en la segunda fila y la segunda columna. Hay varias
maneras para hacer esto. Una de ellas, tal vez la
mas obvia, es multiplicar todos los elementos de la

segunda fila por la fraccién —% , es decir dividir por
-3. Sin embargo, al hacer esto estamos induciendo

el uso de fracciones. Para evitar esto, hagamos los
siguientes pasos: primero, intercambiemos la segunda
y tercera filas, obtenemos un -1 en la posicion del
pivote al sumar 3 veces la tercera fila a la segunda

fila y escribir los resultados en la segunda fila. Luego,
multipliquemos la nueva segunda fila por 1. Asi pues,

tenemos:
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12 1] 5
(F, < F) 8 2|-4
- 5
1-2 1] 5
(3F,+F,—>F) | 0-1 5|11
0-3 1| 5
12 1| 5
(-FE,—F) |0 1 -5|-11
3 1| 5

Ahora que tenemos el pivote de la segunda fila,
lo usamos para obtener 0 debajo de él, donde
esta el -3. Para esto, multipliquemos la segunda
fila por 3, sumemos el resultado a la tercera fila
y reemplacemos la tercera fila con los resultados:

1-2 1| 5
(3F,+F, > F)) 0 1 -5]-11
0 0 -14 |-28

Finalmente, obtengamos el pivote de la tercera fila,
donde estd el -14, efectuando la operacién elemental
1

—EFB)—)F?):
1-2 1 5
0 1 -5|-11
0 0 1 2

*)

En esta etapa, hay dos técnicas que podemos utilizar
para resolver el sistema lineal: el método de reduccién
de Gauss o el de Gauss-Jordan. El primero tiende a ser
mas eficiente y consiste en convertir la Gltima matriz
aumentada en un sistema lineal triangular y sustituir
hacia atras los valores sucesivos de las variables,
empezando con el de z y terminando con el de x:

x-2yt z=5
y-5z=-11
z=2

De la tercera ecuacion, z = 2. Al sustituir este valor

en la segunda ecuacion resulta que y = -1. Al sustituir
los valores hallados en la primera ecuacion, se obtiene
que x = 1. La solucién del sistema es el punto
(a,b,¢)=(1,-1,2).

Por otro lado, el método Gauss-Jordan impone

seguir con la reduccién de la matriz para que esté en
lo que se denomina la forma escalonada reducida,

que implica que la matriz tenga no solo los ceros (0)
debajo de los pivotes en la diagonal sino también ceros
encima de la diagonal. Retomemos el procedimiento
desde la dltima matriz, rotulada con (*):

1 -2 1 5
0 1 -5|-11
0 0 1 2

Los préximos dos pasos son obtener 0 donde esta el
-5y otro 0 en el 1 que se encuentra encima del -5
(en la primera fila, tercera columna), segtin se indica
a continuacioén:

[ 122 5|
(5F,+F,—F) |0 1 0|1
0 0 1] 2]
1-2 0] 3]
(-F,+F,—F) |0 10]-1
00 1]2

El paso final del método Gauss-Jordan es obtener
cero (0) donde se encuentra el -2, encima del pivote
de la segunda fila. La operacién que usaremos es:

1001
(2F2+F1 —>F1) 010(-1
00 1]2

Observe que a la izquierda tenemos la matriz
identidad y la solucién esta dada por la columna de
la derecha. Al igual que con el método de Gauss, se
obtiene la solucion (1, -1, 2), esdecira=1,b = -1,
c=2.Seconcluyequea+b+c=1+(-1)+2=2.

NOTA: Los métodos que aqui se han utilizado

son eficientes y tienen el beneficio adicional de que
funcionan para cualquier tipo de sistema lineal,

sea 0 no consistente (que tiene solucién), sea o no
independiente (una sola solucién), sea cuadrado (igual
nimero de variables que de ecuaciones) o no. Hay
otros métodos que se pueden considerar para resolver
un sistema como este. El hecho de que en este ejercicio
el sistema sea consistente independiente implica que
la regla de Cramer y el método de la matriz inversa

se pueden utilizar exitosamente; de lo contrario, estos
ultimos métodos mencionados no son viables.

La opcidn correcta es la (E).
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S solucion:

Si el sistema lineal El sistema dado es uno de 3 ecuaciones lineales en
: las 3 variables x, y, z. Aunque podemos resolverlo
ax+2y+ z=2 usando el método de sustitucion o el de eliminacién
_ : o reduccion de matrices (Gauss o Gauss-Jordan), o
2xt3y+az=3 .

incluso el de la matriz inversa, es mds aconsejable en
este caso usar la regla de Cramer. La razén para esto

es que esta regla permite hallar solamente el valor de
tiene solucion, se puede concluir que el valor de y una variable sin necesidad de hallar los valores de las
: demas. Para el sistema dado:

cxtaytbz=a

A) esun nimero positivo.
B) esun niimero negativo. ax+2y+ z=2
C) escero. 2x+3y+az=3
D) es cualquier numero real. cx+ay+bz=a
E) no se puede determinar.

primero escribimos, pero no evaluamos, el
determinante D de la matriz de coeficientes:

QW N
St

El préximo paso es calcular el determinante Dy en
el que se sustituye la segunda columna de D (la que
contiene los coeficientes de y en las tres ecuaciones)
por los respectivos valores constantes que aparecen
en el lado derecho en cada una de las tres ecuaciones.
Observe que estos tres valores constantes son
idénticos a los coeficientes de y; por lo tanto,

se obtiene el mismo determinante:

QW N
St

a
Dy=|2
Cc

Finalmente, hallamos el valor de y:

a 2 1
2 3 a
Dy ab_l
4 D a 2
2 3 a
a b

La opcion correcta es la (A).
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13 [ N soucicn:

5 2] Primero, hallaremos el producto AC. Dado que el

6 3 tamano de A es 2 x 2 y el de B también, el resultado
de esta multiplicacion es una matriz 2 x 2:

a b
Encuentre la matriz A si A= L d]’ B= [

21 a bl|L 0| |la+2bb
cdll2 1| |c +2d d
S
Dado que AC = B, entonces
B) > a+2bb_52
23 c+2dd| |63

C) 3 : De la anterior ecuacion matricial se obtiene un
: sistema lineal de 4 ecuaciones en 4 variables:

4 2 :
: +2p =
D) 4 2 : at2b=5
; b=2
E) 1 3 ct2d=6
02 : d=3

Es un sistema muy facil de resolver. Se obtiene que
a=1,b=2,c=0,d=3.

La opcion correcta es la (C).
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S solucion:

La gréfica del conjunto solucién del sistema La grafica de un sistema de inecuaciones, lineales o

: no lineales, en las dos variables x, y es una region en
| xl S5 el plano cartfesmno compueste.i por t0$105 los puqtos
es : (x, y) que satisfacen todas las inecuaciones del sistema.

< : - - s
yl=1 : En este caso, la inecuacion |x| = 2 se puede reescribir

: como x 22 0 x < -2. La grafica de x = 2 es una recta

y : T . .

A A A : vertical; por ende, la grafica de x > 2 es la region que
3+ : queda a la derecha de esa recta. De manera similar, la
2+ grafica de x < -2 es la regién que queda a la izquierda

A < t > : de la recta vertical x = -2. Por lo tanto, la solucién
a1 1 1 o .
) ! ! 2 de |x| = 2 puede ser representada por las dos franjas
P T W N T 5 5 . . -
N ; 7] verticales que se muestran sombreadas a continuacién:
—34+ y
v
\ \ A A
3
2
Y 1
ANTA T A
3L S e
32 -1 i 3
NI L
Z 1 >, *2
< t >
B) <—tH—tH+1+>=x E
PREEE N v v
< t >
A :
3T : De manera similar, la inecuacion |y| < 1 se puede
vV v v : " . .
reescribir como -1 < y < 1. La grafica es la region
entre las rectas horizontales y = -1y y = 1, segun
y se muestra en la siguiente figura:

AN AT A
3T y
24 A

< 1 N 3__
~ T cl
C) <—A—t—+——+—F+>x T
e32-1.] 1 L < + >
~ T cl
24 X
_ A,
—34+ < T rd
A4 \ 4 v 24
—34
v
y
N A A . . . 1y .
3l : La grafica del conjunto solucion del sistema de
ol inecuaciones dado se compone de las regiones
< " > : comunes en las dos graficas que se muestran arriba,
D) <+ { } > x es decir las porciones que estan sombreadas en ambas.
pEE ENEEEN :
27T La opcidn correcta es la (A).
=34 .
v v v
y
N A N
3_-
2__
rd 1 N
~ T Cdl
E) <« } } > x
32111 3
~ I Cdl
=2+
—34
v . v ¥
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El terreno circular de una finca se puede describir
con la inecuacién x* + y* < 16. El duefio de la finca
colocara gallinas en aquella parte de la finca que
estda en la regién y > x tal que y 2 0. ;Cual es la

region donde iran las gallinas?

y

A)
y
4
B) ) ) x
4
v
y
A
4
C
) = TR
4
D)
E)

La grafica de la ecuacién x* + y* = 16 es el circulo de
radio 4 centrado en el origen. La grifica de x* + y* < 16
es el disco circular de radio 4 centrado en el origen, es
decir, el circulo propiamente y todo lo que esta en el
interior del mismo. La grafica y > x es toda la regién del
plano cartesiano que se encuentra encima de la recta
y=x.Lagrafica de y 2 0 es la regién que se encuentra
encima de la recta y = 0, que es el eje de x. La regién
donde iran las gallinas es la que esta en el disco circular,
sobre el eje de x, encima de la recta y = x.

y y=x

La opcion correcta es la (B).
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Halle los valores de y que satisfacen

y — 4X+3
y_2x2+3x=0 ’

A) -3,1
B) -3,2
C) -3,256
D) 1,1024
E) 2,1024

Para resolver este sistema de dos ecuaciones NO lineales
en dos variables, utilizaremos el método de sustitucion.
Al sustituir el valor de y de la primera ecuacién en la
segunda, se obtiene la siguiente ecuacién exponencial
en la variable x:

4x+3 _2X2+3X:O

la cual es equivalente a

4x+3 — 2x2+3x

Para poder resolver la ecuacion anterior, cambiaremos
la base 4 como una potencia de 2 para que las bases de
ambos términos sean iguales.

(22 X +3 =2x2+3x

Al aplicar las reglas de exponentes se obtiene

22(x+ 3) — 2x2 +3x

92X+6 — 2x2+3x

Tomando el logaritmo de base 2, que es la inversa de
la funcidn exponencial de base 2, a ambos lados de la
ecuacion, se consigue la siguiente ecuacién cuadratica.
(Dado que las bases son iguales, esto es equivalente a
igualar los exponentes de ambas expresiones.)

2%+ 6 =x° + 3x

Finalmente, se resuelve la ecuacion cuadratica:

0=x*+x-6
0=(x+3)(x-2)
x=-3,x=2

Podemos usar ahora una de las ecuaciones originales

para hallar los valores de y. Por ser un poco mas sencilla,
utilizaremos la primera: y = 4*"3 Cuando x = -3,
el valorde yes y=47"%=4%=1. Cuando x = 2, el valor

deyesy=4>"%=4>=1024.

La opcion correcta es la (D).
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S solucion:

Segtin la premisa, el circulo es unitario, o sea tiene
C radio r = 1. La medida del arco BC es s = % . Si
y B 0 es el angulo central BOC que subtiende el arco BC,

o : podemos usar la formula s = 0 para hallar la medida,
: en radianes, de dicho dngulo:

s=10
En la figura anterior se muestra un circulo unitario — =(1)0
con centro O y didmetro AB. Si el arco BC mide % '/'t
L
metros, determine la longitud de la cuerda AC, 6
en metros.
Dado que la medida del angulo BOC es % radianes,
N 2B

2 su angulo suplementario AOC mide S?TE radianes.

B) v2- 3 Para determinar la medida de la cuerda AC usaremos
laley de cosenos en el triangulo AOC cona= OA =1

C) V1+43

y c=0C =1 (porque OA y OC son radios del circulo),

D) V2473 : b=ACy,b’=AOC=5?n:
b? = a® + & - 2ac cos(f)
E) 2+? :

P=12+12- 2(1)(1)c055?n

b2=1+1—2{§]

P=2+3
b=v2+y3

La opcion correcta es la (D).
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DS | @D

;Cual de las siguientes es una solucién de la ecuacién : Sabemos que en el intervalo [0, 27) solo coseno de w es
cos2x=-1? igual a 1. Es decir, solo cuando 2x = m, cos (2x) = -1.
: Como la funcién coseno tiene periodo 2, los valores
A) x= K de coseno se repiten cada 2r unidades. Esto es,
4 : cos (2x) = -1 = cos(m + 2mk), para cualquier entero k.

B) x= T Ahora resolvemos para la variable x:
2
: 2x = T + 27k, para cualquier entero k (en otras palabras,
371 : k puede ser 0, +1, £2, £3, ...)

C) X = T .

Al dividir por 2 ambos lados de la ecuacion, se obtiene
D) x==n

T

x=— +mk

E) x=2n 2

Observe que, en particular, cuando k = 0, se tiene que

T
X=—.

2

La opcion correcta es la (B).
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Halle el valor de sen(2 tan™! 4).

A)li7
3)117
C)i
J17
D)%
4
E—
e

Observemos que si 0 = tan™! 4, entonces tan 0 = 4,
s s
donde - 5 <0< > Como el valor de la tangente

es positivo, podemos asumir que 6 es un angulo
agudo. La expresion cuyo valor queremos determinar
se puede reescribir como sen(26). Utilicemos ahora
la férmula de doble dngulo para expresarla de la
siguiente manera:

sen(20) =2 sen 0 cos 0

Podemos construir un tridngulo rectdangulo con 6
como uno de sus angulos agudos. En un triangulo
rectangulo, la tangente de uno de los angulos agudos
es igual al cociente de las medidas del lado opuesto
y el lado adyacente:

opuesto

tan= ——
adyacente

Por lo tanto, dado que

tan0=4= 4
1

nuestro triangulo luce de la siguiente manera:

Por el teorema de Pitagoras, se concluye que
la hipotenusa mide v17 . De aqui obtenemos:

0 opuesto 4
sen 0 = =
hipotenusa 417
adyacente 1
cos 0= Y =

hipotenusa /17

Sustituyendo en la férmula de doble dngulo arriba
mencionada, se obtiene:

sen(20) = 2sen 0 cos 0 =2 [\/4:—7][\/11_7] = %

La opcion correcta es la (D).
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Las soluciones de la ecuacién 3 tan® x — sec?x - 5=10
estan dadas por

A) x:%+nk; x=%+7‘tk; keZ

B) x=§+7tk; x=2?n+7'[k; kez

C) x=%+nk;x=§+nk;kez

D) x=%+nk;kez

E) x:§+7tk; keZ

Usemos la identidad pitagérica sec? x = tan® x + 1
para reescribir sec” x en términos de tan® x, y luego

simplifiquemos:

3tan’x - (tan’x+1)-5=0
3tan’x-tan’x-1-5=0
2tan’x-6=0

2tan’x =6

tan’x =3

tan x = + /3

Las soluciones de tan x = ¥3 estan en los cuadrantes I
y III. Las soluciones de tan x = — 3 estén en los
cuadrantes IT y IV. Si k representa cualquier nimero
entero (0, £1, +2, +3, ...), las soluciones de la primera
son x = % +2nkyx= 477[ + 2mk. De igual forma,

las soluciones de tan x = —+/3 son x = ZTT[ +2nky

x= 5?7[ + 27tk. Por lo tanto, las soluciones son todos

. . T 2m 4m 5T p
los angulos coterminales con 330 3 y = segiin

se muestra en la siguiente figura:

21 y n
3 4 3
< » X
vy 5n
3 3

. T 4T

Notemos que si a 3 le sumamos 7, obtenemos -5
. . 4n
o sea, cualquier solucién de la forma x = 5t 2nk se
‘7 ‘ . T
puede obtener de la expresion mas sencilla x = 3 +
. 2m S|,

nk. Lo mismo sucede con FRAEE Si Z denota el
conjunto de los niimeros enteros, entonces las soluciones
de la ecuacioén original se pueden escribir

de la siguiente forma:

T
x=§+TEk
parak € 7
21
x=?+7tk

La opcion correcta es la (B).

PNA - Precalculo - Guia complementaria

38
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Dado que 0< 0 < %, se concluye que el angulo 0 esta

T
SisecO=a,0<0< ; , entonces sen [E] =

en el primer cuadrante, lo que implica que los valores

1-a
A) 3 de todas sus funciones trigonométricas son positivos.
Si sec 8 = g, entonces cos 0 = 1 . Para determinar
a-1 . 0
B) 24 el valor de sen 5 |> usaremos la férmula de angulo
medio (o semidngulo) para seno:
a+1 :
C) 5 :
a 0)_ L [1=cos 0
: sen| o (=t T
D 1+a? :
) 22 : donde el signo depende del cuadrante en el que se
encuentra b . Al sustituir cos 0 = 1 en la formula
- 22 2 a
E) a2 y simplificar, obtenemos lo siguiente:
0 1- %
=+
sen| o =% 2
a-1
0 a
— =4
sen|> =% >
0)_, fa-1.1
sen| > =% PR
Vi_, /a- 1
MN2)7*V 2a

Como sabemos que el angulo 0 esta en el primer
cuadrante, el angulo g también lo esta.

La opcion correcta es la (B).
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: 3n
Halle el valor de sen™! [sen [37“]] : El valor de sen[T] es —1. Eso implica que hay que
A) - ks evaluar la expresién sen™ (~1). Hay que recordar que
2
el dominio de la funcién seno inverso es el intervalo
B) -1
[-1, 1] y su campo de valores (o alcance) es el intervalo
c o
T 7 . . .
-— =—|.E d , de todos 1 1
D) 1 [ 5+ 7 |- Es0 quiere decir que, de todos los ngulos
E) R que tienen su seno igual a -1, hay que seleccionar el
2
que esté en este tltimo intervalo de valores. Por lo tanto,
-1 T
sen” (-1)=-—.
(-1) 5

La opcion correcta es la (A).
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A b

En el tridngulo ABC que se muestra en la figura
anterior, cos A = % ,CO8B=— i , a = 6. Encuentre

el valor de b.

b
B) %\/ﬁ
o
o 2
E) 3v5

Primero determinaremos los valores de sen A y sen B.
Una manera de hacer esto es construir dos tridangulos
rectangulos, el primero de los cuales tiene el angulo A
como uno de sus angulos agudos.

/A O
1

Dado que B es un dngulo obtuso, el segundo triangulo
rectangulo tendrd como uno de sus dngulos a B', el
angulo de referencia de B. (Nota: Los triangulos no usan
necesariamente las mismas escalas.)

0 B
1

Con la informacién suministrada y aplicando el Teorema
de Pitdgoras, obtenemos las medidas de los otros lados de
ambos tridngulos. El primero se muestra a continuacion:

El segundo triangulo luce de la siguiente forma:

PNA - Precalculo - Guia complementaria
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Si 0 es uno de los angulos agudos de un triangulo

opuesto

rectangulo, sen 0 = . De los dos triangulos

hipotenusa
. . 3
anteriores, podemos deducir que sen A = >

¥ que, como B es un angulo menor de 180°,

sen B=sen B'=

»‘ﬁ
(O3]

NOTA: Los valores de sen A y sen B también se pueden
conseguir de la siguiente manera.

Recordemos la identidad pitagdrica basica:

sen” 0 + cos? 0 = 1. Al usar esta férmula para

1
0 = A, sustituyendo el dato cos A = 3

sen’ A +cos’A=1

2 1)?
sen“A+|—| =1
2

Simplificando esta ecuacién se obtiene:

sen? A + L =1
4
sen’A=1- 1
sen? A = 3
4
sen A =+ izi ﬁ
4 2

Dado que A es un angulo agudo, sabemos que

/3
sen A = 73 . De la misma forma podemos determinar que

V15

senB=+—-
4

Dado que B es un angulo obtuso (90° < B < 180°), es

decir, el lado terminal del dngulo en posicién estandar

/15

esta en el segundo cuadrante, entonces sen B = e
El préximo paso es utilizar la ley de senos:

b a
sen B sen A

y sustituir el valor a = 6, suministrado en la premisa,

V15

y los valores sen A = ﬁ ysen B =

e hallados
anteriormente:
b _ 6
5 V3
4 2

Finalmente, despejamos para determinar el valor de b:

po 6 Y15
R
2
po82 V15 _6:2415 . o
V3 4 4v3

La opcion correcta es la (E).
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sCuantas soluciones tiene la ecuacion
sen 2x — cos x = 0 en el intervalo [0, 2m) ?

A) 0
B)
®)
D)
E)

O S

Resolver la ecuacion trigonomeétrica dada en el intervalo
[0, 2m) significa hallar todas sus soluciones (los angulos
en posicion estandar x que la satisfacen) dentro de

la primera vuelta al circulo unitario en contra de las
manecillas del reloj. Para hacer esto, utilizaremos
primero la férmula de doble angulo para seno:

sen(2x) = 2sen x cos x

Sustituimos esta férmula en la ecuacién original
para obtener:

2senxcosx—cosx=0
Al factorizar, se obtiene:
cosx(2senx-1)=0
Ahora hay que resolver las dos ecuaciones cos x =0
. 1
y2senx-1=0,esdecircosx=0ysenx= 3 La
primera de estas dos ecuaciones tiene dos (2) soluciones
. .. T
en el intervalo al que estamos restringidos: x = 7Y
3n . . .
x=—. En ese mismo intervalo, la ecuacién
1 co . .
sen x = 5 también tiene dos (2) soluciones, una en
el primer cuadrante y la otra en el segundo cuadrante;
5T

T
estassonx= — yx= ——.
6 6

La opcion correcta es la (E).
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El conjunto solucién de la ecuacién Para hallar el conjunto solucién de la ecuacién
2 - 2cos’ x = sen x para x € [0, 27) es : trigonométrica dada utilizaremos la identidad
: pitagérica fundamental sen” x + cos” x = 1,
A) o, %, 5%) 7-[} de la que se obtiene cos® x = 1 - sen” x. Se sustituye

esta expresion para reescribir la ecuacién original

en términos de sen x solamente:

7T 11T
B) 0, m, I —}
2 - 2cos” x = sen x
2-2(1-sen’x) =senx
T T
N Py
Luego, simplificamos y factorizamos

la ecuacidn resultante:

D) 10 T n
) >3’ T 2 -2+ 2sen’x =sen x

2sen” x = sen x

2sen’x —senx =0

E) {25
3°2

sen x(2senx-1)=0
Debido a la propiedad multiplicativa del cero,

lo anterior necesariamente implica que sen x = 0
o que 2sen x — 1 = 0. Esta altima ecuacién

. 1
es equivalente a sen x = 5

T
Las soluciones de sen x = % en [0, 21) son x = R

6

Las soluciones de sen x = 0 en [0, 27) son x = 0, x = 7.

X

La opcion correcta es la (A).
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